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RUIME. U ovom radu se govori o mogudnostima pri- 
mene ravanskih raCunskih modela u hidrotehnickoj 
praksi. Prikazan je jedan od takvih modela, baziran na 
jednaCinama koje su dobijene osrednjavanjem po du- 
bini toka, a koje se regavaju pomocu eksplicitne Mac- 
Cormack-ove sheme konaCnih razlika. Ova shema 
razdvojenih operatora je zadnjih godina u svetu veoma 
aktuelna, jer omogudava istovremeno obuhvatanje 
razliCitih reiirna teCenja i dobru reprodukciju talasa sa 
strmim Celom. MoguCnost koriscenja ovog modela u 
praksi je ilustrovana sa nekoliko primera koji obuhvataju 
probleme ruSenja brane, teCenja kroz suienje i teeenja 
u blizini napera. 
KljuCne r&i: neustaljeno t&enje, ravansko teCenje, 
numeriCki modeli, prolom brane, suienja, naperi 
1 UVOD 
Poznato je da se odredjene vrste tokova kao dto su na 
primer tokovi u koritu sloiene geometrije ili u koritu sa 
inundacijama, strujanja u blizini objekata, poplavni 
talasi nastali usled rusenja brane ili nasipa u Birokoj 
reCnoj dolini, ne mogu pouzdano analizirati bez pri- 
mene ravanskih (prostorno dvodimenzionalnih) raCun- 
skih rnodela. ReC je o modelima koji su primenjivi na 
plitke oblasti strujanja i omogudavaju numeriCku simu- 
laciju sloienih strujnih polja, sa brzinama osrednjenim 
po dubini toka. Veda pouzdanost hidrauliekih prora- 
Euna doprinosi da se projektovanje bitno unapredi. 
NaveSCe se nekoliko primera. Analiza porem&aja do 
kojih dolazi u neposrednoj blizini objekata u renorn 
koritu (mostova, regulacionih gradjevina, itd.), daje 
moguCnost da se ove gradjevine optimalno dispo- 
ziciono i konstruktivno projektuju. SraEunato polje 
brzina moie se koristiti kao osnova za izbor optimalne 
sheme pregradjivanja toka, kao i za dimenzionisanje 
kamene ili betonske obloge. ProraEuni prostiranja 
poplavnih talasa usled ruSenja brana ili nasipa 
omoguCavaju da se u ravniCarskim predelima taCnije 
definidu zone potencijalnog plavljenja, da se odredi 
trasa i visina nasipa, itd. 
U ovom radu de se opisati jedan od modela ravanskog 
teCenja koji je razvijen i koriSCen na Gradjevinskom 
fakultetu u Beogradu [2], [a], [Q]. Rei: je o modelu koji 
se bazira na MacCormack-ovoj eksplicitnoj shemi 
razdvojenih operatora koja je detaljno opisana u brojnoj 
specijalizovanoj literaturi (na primer [-I], [3], [5]), a koja, 
kao Sto de se pokazati u nastavku, ima odredjene pred- 
nosti u odnosu na rnnoge druge sheme. U ovom radu 
ce se prikazati i primer; koji ilustruju mogucnosti pri- 
mene navedenog raCunskog modela u praksi. 
Ravansko, prostorno dvodimenzionalno tetenje 
opisuje se jednaCinama odrianja mase i kolieine kre- 
tanja u kojima su zavisno promenljive velicine os- 
rednjene po dubini toka: 
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U gornjim jednaCinama, t je vreme, h je dubina, a u i v 
komponente brzine u koordinatnim pravcima x,y (os- 
redpjene po dubini toka) u posmatranom raCunskom 
Cvoru. Nagibi dna su oznaCeni sa lox i Joy, dok su nagibi 
linije energije definisani na uobiCajeni naCin, pomodu 
Manning-ove jednatine: 
n 2 u W Z  lot = . n2v W (4) 
h 4 / 3  ' ' ty  = h4/3 
Turbulentnost toka se modelira uvodjenjem difuzionih 
Clanova u jednaCinama odrianja koliCine kretanja, uz 
primenu koeficijenta turbulentne viskoznosti E. Uvodje- 
nje ovih Clanova Cini da sistem parcijalnih diferencijalnih 
jednaCina (I], postane neznatno paraboliean, mada, 
obzirom na relativno male vrednosti koeficijenta E, u 
osnovi zadriava hiperboliCki karakter. 
Za regavanje datog sistema jednaCina potrebno je de- 
finisati poCetne i graniCne uslove. PoCetni uslov Cini 
prostorni raspored zavisno promenljivih (u, v, h) u tre- 
nutku t=O. U mirnom reiimu teknja potrebno je defini- 
sati dva graniCna uslova na ulaznim granicama (na 
primer brzine u, v), a jedan na izlaznim. U burnom 
reiimu, na ulaznim granicama je potrebno zadati vre- 
menske zavisnosti sve tri zavisno promenljive, a na 
izlaznim, definisanje granitnog uslova nije potrebno. Uz 
Cvrstu konturu oblasti strujanja zadaje se nulta vrednost 
obe komponente brzine ukoliko je E >O, odnosno nulta 
vrednost samo komponente upravne na granicu, uko- 
liko je E = 0. 
Sistem jednaCina (1) moie se integrisati razliCitim nu- 
meriCkim metodama. NajCeSde se koriste sheme 
konaCnih razlika, sa pravolinijskim ili krivolinijskim 
raCunskim mreiama. U nastavku de se ukratko opisati 
jedna raCunska shema koja se, zbog nekih dobrih svoj- 
stava, danas u svetu Cesto koristi u hidraulici otvorenih 
tokova 131, 141, [5], 161. ReC je o MacCormack-ovoj 
eksplicitnoj shemi, koja spada u metode razdvajanja 
operatora i zasniva se na etapnom regavanju sistema 
jednaCina (1). Njene dobre osobine su: 
- TaCnost drugog reda po prostoru i vremenu i nizak 
stepen numeritke difuzije; 
- Mogucnost jednovremenog obuhvatanja oba reiima 
t&enja - mirnog i burnog; 
- Mogudnost modeliranja strmog Cela usamljenog 
talasa bez dodatnih jednaCina; 
ProraCun se po ratunskoj shemi MacCormack obavlja 
u dve etape na svakom vremenskom nivou: 
- PoCetno regenje ('prediktor'): 
- Korigovano reienje ("korektor"): 
- KonaCno resenje: 
U jednaCinama (5) - (7), Vi,j je vektor zavisno 
promenljivih sa prethodnog vremenskog nivoa, 
v i v su odgovarajudi vektori poCetnog i 
korigovanog resenja, a v;,, je vektor definitivnog resenja. 
Nepoznate brzine se naknadno raCunaju na osnovu 
8 > v . .  I,, . Ui,j  = ( uh )' / h' and v;,, = ( vh )' / h'. 
Operatori prostorne diskretizacije B i F u jednaeinama 
(5) i (6) definiiu konaCne razlike "unazad" i "unapred"; 
na primer: 
Bfii , j  = Gi,j - Gci , j  FxGi,j = Gi+i ,j - Gi,j (8) 
gde indeksi "I" i oznaCavaju brojeve raeunskih 
Cvorova u pravcima x i y. U etapi korektora se uvek 
koristi operator suprotan onom koji je koriicen u etapi 
prediktora. Redosled operatora konaCnih razlika (pri- 
kazan u jednatinama (5) i (6) moie se menjati u svakom 
vremenskom koraku po koordinatnim pravcima, a kako 
ima ukupno 22 = 4 razlieite mogucnosti, to se nakon 
svakog Cetvrtog raCunskog koraka, sekvenca opera- 
tora ponavlja (labela 1). Ovo je vrlo vain0 obeleije 
MacCormack-ove sheme, jer omogucava da se 
uspegno obuhvate razliCiti reiimi teCenja koji se istovre- 
meno mogu pojaviti du i  razmatranog toka [5]. 
Tab . 1 . - Sekvence konaEnih razlika 
Difference operator sequence 
Vrernenski Predikbr K o r e k t o r _ - -  
korak x v X Y 
1 B B F F 
2 F F B B 
3 B F F B 
4 F B B F 
Zamenom parcijalnih izvoda u osnovnim jednaCinama 
konaCnim razlikama prema izloienim principima, mogu 
se izvesti algebarske jednaCine za svaku raCunsku 
etapu iz kojih se zatim, direktno raCunaju vrednosti 
ne poznatih. 
Stabilnost proraCuna uslovljena je zadovoljenjem 
poznatog kriterijuma Courant-Friedrichs-Lewy-ja za 
eksplicitne sheme [I],  [51: 
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Opisana raCunska metoda je proverena simulacijom 
odredjenog broja laboratorijskih eksperimenata [9]. Kao 
ilustracija moguCnosti njene primene u praksi posluiiCe 
nekoliko hipotetkkih primera. 
Prolom branelnasipa. Razmatra se slueaj delimitnog 
ruSenja brane duiine 200 m. Pretpostavlja se da je 
do510 do trenutnog formiranja breSe na duiini od 75 m, 
pri poCetnim dubinama uzvodno i nizvodno od brane 
od hl = 3 m, odnosno h2 = 1 m. Slika 1 prikazuje stanje 
15 s nakon rusenja. ReCna dolina nizvodno od brane 
je horizontalna. 
U simulaciji je koriSCen prostorni korak Ax = Ay = 5 m 
(1600 evorova), dok je vremenski korak u toku 
proraCuna promenljiv i automatski je raeunat iz uslova 
stabilnosti (9). Usvojena vrednost Manning-ovog koefi- 
cijenta rapavosti iznosi n=0.02 m-'I3s. U poCetnom tre- 
nutku sve brzine su jednake nuli, osim u profilu breie, 
gde je komponenta brzine normalna na osovinu pre- 
grade zadata na osnovu teorijskog reienja 
(8/27)*, dok je poEetna dubina u osovini otvora 
zadata takodje na osnovu teorijskog reSenja, (4/9)h1. 
S I .  1 . - Ravansko Menje kao posledica delimiEnog ruHenia 
brane (t= 15 s) 
Na slici 2 prikazan je uzduini profil po osovini breSe. 
Moie se konstatovati da je strmo Celo talasa verno 
reprodukovano zahvatajuki samo dva raCunska polja, 
Sto govori o izvanrednim svojstvima MacCormackave 
sheme. 
Na slici 3 prikazane su linije jednakih dubina i polje 
brzine za isti sluCaj, 15 s nakon ruSenja pregrade. Na 
osnovu dobijenih rezultata, moie se zakljueiti da se 
opisani model moie uspeSno koristiti za analizu 
hidrauliekih posledica ruSenja brana (ili nasipa) u po- 
druejima gde topografski uslovi namecu ravansko 
teeenje. 
T&enje kroz suienje. Drugi primer primene opisane 
metode je isticanje kroz suienje u horizontalnom kanalu 
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S I . 2 .  - Prolom brane - uzduini profil po osovini otvora (t= 15 s) 
Dam break problem - longitudinal water surface profile (t + 15 s) 
pravougaonog preseka Sirine 200 m [2]. Odnos -5irine 
otvora i Sirine korita je 0.25. Ovaj sluCaj je u praksi vezan 
za problem mostovskih suienja, pregradjivanja reCnih 
tokova, i dr. U numerickom smislu ovaj primer je intere- 
santan i sa glediSta gran%nih uslova na otvorenim gra- 
nicama (uzvodnoj i nizvodnoj), kao i modeliranja 
turbulencije. 
U proraeunu su koriSCeni geometriski podaci i raeunski 
parametri prethodnog primera, s tim 30 je u poCetnom 
trenutku zadata dubina u svim Cvorovima od 2.0 m. 
Uzvodni graniCni uslovi su definisani u vidu nivograma 
(Tabela 2)  i uslova da je komponenta brzine upravna na 
osovinu pregrade jednaka nuli. Na nizvodnom kraju je 
koriicen uslov "slobodnog oticaja". Na Cvrstim grani- 
cama je zadat uslov da su obe komponente brzine 
jednake nuli. Usvojena je vrednost koeficijenta turbu- 
lentne viskoznosti E = 0.02 m2/s. (U principu, vrednost 
ovog parametra se moie, analogno Manning-ovom 
koeficijentu trenja, kalibrisati na osnovu merenja, uko- 
liko ova postoje). 
Tab  . 2 .  - TeEenje u suienju - uzvodni granitni uslov 
Flow through constriction -the upstream boundary condition 
0 t(s) 50 ' 3!p 
.- h (m) 2.0 2.30 2.30.- 
Na slici 4 je prikazana sloiena strujna slika u zoni 
suienja 2.3 min nakon pketka podizanja nivoa na 
uzvodnom kraju posmatrane deonice. Moie se uoCiti 
pojava vrtloga u "mrtvimn zonarna saobe straneglavnog 
toka, koji je koncentrisan u pravcu osovine otvora. 
Na slikarna 5 i 6 prikazani su popreen! presek kroz osu 
vrtlogi (presek a-a) i uzduini presek kroz osu vrHoga sa 
desne strane suienja (presek b-b). Zapaia se sniienje 
nivoa u zoni vrtlogi. Ovaj primer pokazuje da se 
pomoCu opisanog modela moie razmatrati i ustaljeno 
teeenje, ako su u toku proraeuna uzvodni granieni 
uslovi konstantni (po vremenu nepromenljivi). 
Strujanje aka napera. TreCi primer tretira problem stru- 
janja u blizini napera. Naperi su neprelivni, duiine 30 m. 
Nalaze se u reenom koritu horizontalnog dna, pravou- 
gaonog poprdnog preseka Sirine 200 m. Razmatrana 
deonica je "pokrivena' r&unskorn mreiom sa 1600 
Evorova. U proraCunu su koriSCeni sledeki parametri: 
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S 1 . 3 .  - Prolom brane - izolinije i polje brzine (t = 15 s) 
Dam break problem - contour lines and velocrty field (t = 15 s) 
S I .  4 .  - Ravansko tebnje kroz sufenje (t=2.3 min) 
Twodimensional flow through constriction (t=2.3 min) 
Manning-ov koeficijent rapavosti n=0.04 ~ n - ~ l ~ s ,  koefici- 
jent turbulentne viskoznosti E = 0.02 m2/s, po6etna 
dubina2 m, prostorni koraci h = Ay = 5 m. Vremenski 
korak je prornenljiv, i raCunat je iz uslova (9). Uzvodni 
graniCni uslovi su zadati u obliku nivograma (labela 2) 
i nuke wednosti brzine upravne na pravac glavnog toka. 
S I .  5.  - PopreEni presek kroz osu vrtlogl (presek a-a; tz2.3 min) 
Cross section through the center-line of the vortices (cross section 
a-a; t=2.3 min) 
S I . 6 .  - Uzdufni presek kroz osu v h g a  (presek b-b; t=2.3 min) 
Longitudinal cross section through the center-line of the vortex 
(cross section b-b; t=2.3 min) 
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N~zvodni graniCni uslov je zadat u obliku 'slobodnog 
oticaja'. Scale 
IC 
Najpre je razmatran sluCaj jednog napera. Slika 7 pri- 
kazuie vektore brzina wi potpuno rmiienom struinom 
' 1.4 nJc 
poljuu zoni napera (t=4.5 An). Ova shjna slika k i e  
da posluii za odrediivanie potrebnog odstoiania 
izmedju napera. Prema iskt;stv&oj prep&uci, ov& od- 
stojanje se odredjuje iz uslova da povratnivrtlog koji se 
javlja u medjunaperskom polju, treba da dosegne niz- 
vodni naper u zoni njegove donje trecine. Na osnovu 
ove preporuke i rezultata prikazanih na slici 7, proizilazi 
da bi nizvodni naper trebalo postaviti naodstojanju od 
oko 60 m. . 
S 1 . 7 . - Strujna slika u blizini jednog napera (t=4.5 rnin) 
Flow field in the vicinity of a groyne (t=4.5 min) 
U literaturi [71se, polazeci od pretpostavke o jednolikom 
teCenju i od rezultata laboratorijskih ispitivanja, predlaie 
obrazac za ocenu potrebne duiine medjunaperskog 
polja L n :  
gde je R hidrauliCki radijus, a n Manning-ov koeficijent 
rapavosti. Pri datim usiovimaeenja, ovaj obrazac daje 
vrednost Ln 1 56 m. Raziika u odnosu na prethodnu 
vrednost je oko 7%, Sto ukazuje na Bnjenicu da su 
rezultati dobijeni proraCunom strujnog polja u saglas- 
nosti sa polu-empirijskim obrascem koji se najCe5ce 
koristi u praksi. 
U sledecem koraku je sraCunato strujno polje u okolini 
sistema od dva napera. Naperi su duiine 30 m, Sirine 
5 m, na medjusobnom odstqanju od 50 m. Svi ostali 
parametri su isti kao u slukju strujanja oko jednog 
napera. Na slici 8 koja prikazuje polje brzina 4.3 min 
nakon poCetka simulacije, jasno se moie u&iti pojava 
povratnog vrtloga u medjunaperskom prostoru, 30 
kvalitativno ukazuje da je u konkretnom slukiu duiina 
medjunaperskog polja dobro odredjena i da bi se 
S 1 .  8 .  - Strujna slika u blizini dva napera (t=4.3 min) 
Flow field in the vicinity of two groynes (t=4.3 min) 
verovatno, postigli efekti zasipanja koje sistem napera i 
treba da obezbedi. 
5 ZAKWUCCI 
NumeriCki modeli ravanskog neustaljenog teCenja, 
imaju vdike mogucnosti prlmene u praksi u sluCajevirna 
kada se na osnovu topografskih uslova ne moie una- 
pred odrediti pravac teCenja, kao i u sluikjevima kada 
je neophodno sagledati efekte projektom predvidjenih 
zahvata. 
Eksplicitna shema razdvojenih operatora MacCormack, 
koja je u ovom radu primenjena za numeriCku simu- 
laciju ravanskih tokova, ima tu dobru osobinu da pod- 
jednako dobro reprodukuje i blago i naglo promenljivo 
t&enje, kao i strmo Celo talasa, pri Cemu ne zahteva 
poseban algoritarn za njegovo otkrivanje i pracenje. 
Dobijena r e h j a  su stabilna i fiziCki realna. 
Opisani numeriCki model se moie koristiti za reiavanje 
razliCitih problema hidrotehnitke prakse, kao 30 je na 
primer odredjivanje plavnih podruCja u sluCaju rubnja 
brane ili nasipa, analiza uticaja prepreka na strujnu sliku 
u r&nom koritu, izbor regulacionih elemenata (razmak 
i duiina napera), itd. 
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SOME EXAMPLES OF NUMERICAL SIMULATION OF TWO-DIMENSIONAL FLOWS 
Miodrag JOVANOVIC, D. SC., Dejana D O R ~ I C ,  8. SC 
Faculty of Civil Engineering, University of Belgrade 
Summary  
The possibilities ofapplication of depth-averaged twodimensional simuttaneously occur in different pahs of the ohand,  can be 
numerical models in hydraulic engineering are diearseed in this treated-& t4e same time. Several praclical exempks ere used for 
paper. One of such models, based on the ercpliei time-splitting illustratbn, induding dam-break flow, flow through cm&Ficbion 
Maccormackfinitedifference scheme, has been briefly described. and Aow in the vicinity of groynes. 
In the last few years, this partictller scheme has become very K S ~  words: unsteady flm, m ~ e i m a l  flow, numerical mod- 
popular in o~en-chand hydraulics due to its good shock camr- &, dam-break flows, constrictions, groynes. 
Ing capabilities and the factthat differentflaw regimes, which might 
